MA’RUZA

MURAKKAB FUNKSIYANING HOSILASI. SIRTGA O’TKAZILGAN URINMA
TEKISLIK VA NORMAL CHIZIQ TENGLAMALARI. YUQORI TARTIBLI XUSUSIY
HOSILA VA TO’LIQ DIFFERENSIAL

Mavzuning rejasi
1. a) Sirtga o’tkazilgan urinma tekislik (uning normali, normalning komponentalari).

b) Sirtga o’tkazilgan normal chiziq tenglamasi.
2. a) Murakkab funksiyaning ta’rifi va analitik ifodasi.
b) Murakkab funksiyaning orttirmasi.
c) Murakkab funksiyaning hosilasi.
3.a) z= f(X,y) funksiya uchun differensiallshning invariantligi.

b) Yugqori tartibli xususiy hosila va to’liq differensial.

Tayanch so’z va iboralar: Z:f(x,y) tenglama bilan ifodalangan sirtning biron nugtasida

sirtga o’tkazilgan urinma tekislik, normal chiziq tenglamasi va yo’nalishi, oshkormas funksiya,

yugori tartibli hosila.

Aytaylik Q tekislik z = f(x,y) tenglama bilan berilgan sirt bo’lsin. M, €Q.

M, (%o, v0,2,) z— flx,y)=Flx,y,2)=0.

Ta’rif. Egri sirtning biror M nuqtasidan o’tuvchi va shu sirtda yotuvchi egri chiziglarga urinma

joylashgan tekislik sirtga M nugtada urinma tekislik deb aytiladi.

. | — | — | —
Bu tekislik N = Fx ] +Fy ] +PZ k vektorga perpendikulyar bo’lgani uchun urinma tekislik

tenglamasini quyidagicha yozaolamiz: Z—F(x —x, )+ Z—F(y —y, )+ g—F(z —2,)=0. Agar sirt
X Z

tenglamasini oshkor Z:f(x,y)
ko’rinishda oladigan bo’lsak, sirt
. Of o
tenglamasi (8_ =1 bo’lgani uchun)
X
quyidagicha yozilgan bo’lardi

Z-2, :%(x_xo)"'%(y_yo)-
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Ta’rif: Q sirtning M, (xo, yo,zo) nugqtasi orqali 0’tgan va urinma tekislik P ga perpendikulyar
bo’lgan chiziq sirtga normal chiziq deb aytiladi.

M(x,y, z) - normal chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsa,

H=MM, =(x—x, )i+ (y —y,)j +(z—z, )k vector N vektorga parallel bo’ladi. Bundan normal
chiziqg tenglamasini yoza olamiz

X=Xy _Y—=VYo Z—2

aF o ar
ox oy 0z

Agar tenglama F(x,y,z)=0=>Z = f(x,y) shaklida yozilgan bo’lsa Z—F =1 ekanligini hisobga olib,
z

. X=Xy Y-V, Z—2Z
normal chiziq tenglamasini o oy
ox oy

shaklida yoza olamiz.

Oshkormas funksiya hosilasi
Ta’rif. X va Y ikki faktor bo’lib, 0’zaro bog’langan, ammo bu funksional bog’liglik
ularning birontasiga nisbatan yechilmagan bo’lsa, bunday funksional bog’lanish F (X, y) =0
shaklida yoziladi va oshkormas funksiya deyiladi.

Undan hosila olish deganda, bu 0’zgaruvchilardan birini (masalan “Y ”)ni X ga bog’liq,

ya’ni “ X" ni argument deb faraz qilamiz. Bunda F(x,y): 0 ni ikki o’zgaruvchili funksiya deb

. : d F F,
uning to’liq differensialini olamiz F,dX + F dy = dz = 0. Bundan & -2 =S y=-"
dx F, F,
ifoda kelib chigadi.
2. Murakkab funksiyaning hosilasi.

Aytaylik z=F(u,v) (1) funksiya berilgan bo’lib, uning argumentlari U va V -lar 0’z
isbotida erkli X va Y -larning uzluksiz funksiyalari bo’lsin: ya’ni

u=plx,y)

v=y(xy)

Bunday holda z funksiya erkli X va Y larning murakkab funksiyasi deb aytiladi va quyidagicha

)

yoziladi
zZ= F(go(x,y), v(x,y))

(1) va (2) formulalardagi funksiyalar o’z argumentlarining uzluksiz funksiyasi

bo’lgani uchun X va Y lar Ax va Ay orttirma gabul gilganda U va Vv ham orttirma gabul giladi.

.. . . - A
Natijada z - funksiya ham orttirma gabul giladi va bunda lim Az _ % , lim L ou :
Ax—0 Ax ox Ax—0 Ax ox
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Jim 22Y = % ¢’tiborga olib, Z funksiyaning to’liq differensialini (U va V bo’yicha) orttirma

Ax—0 Ax ox

qiymat ma’nosida yozib AZ = Z—FAxu + Z—FAXU +7Au+y,Av
u v

Bunda limoy1 =0, lin})yz =0 uni Ax gabo’lsak,

AZ OFAu OFAv Au Av
— = +— 71 7,
Ax Ou Ax oOv Ax

Ax Ax

ifodani hosil gilamiz. Unda Ax — 0 dagi limitini olib,
Z_oFou oF 0
ox Ouox Ovox

ni hosil gilamiz. Bu Z funksiyadan X bo’yicha olingan xususiy hosila bo’ladi.

Shuningdek

oz _oFou oF & 2
oy ouoy Ovoy

“Y ” bo’yicha olingan xususiy hosila.

Ma’lumki dz= o dx + (02 dy 3)
ox oy
Agar (1) va (2) ni (3) ga qo’ysak
dz= @a_qug@ dx + ﬁ@_ujL@@ dy 4)
ouody Ovoy ou oy Ov oy

hosil bo’ladi. (4) ifoda murakkab funksiyaning to’liq differensiali bo’ladi.

Misol. z=sin(u+20); U=X>+y,v=xy.dz="?

% = cos(u + ZU)a—u +cos(u +2v)- 22—0 = cos(u +20)- 2x + cos(u +2v)- 2y =
x x
= 2(x + y)cos(u + 2v).

% _ cos(u + ZU)a—u +cos(u +2v)- @ _ cos(u +2v)-1+cos(u +2v)x =
=(1+x)cos(u +20).
dz = 2(x +2y)cos(u + 2v)dx + (1 + x)cos(u + 2v)dy.
Yugqori tartibli xususiy hosila va to’liq differensial
Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili Z = f (X, y) funksiya uchun mavzuni bayon gilamiz (chunki

u ko’p argumentli funksiyalarning eng kichik vakili bo’lib, unda bajarilgan barcha

differensiallashlar 3, 4 va ko’p argumentlar uchun ham birxildir).
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o0z !
8_ = f ¥ (x,y) bo’lib 0’z navbatida X va Y larning funksiyalaridir, ya’ni
X

| X, Y )=plx,1y). Agar @\X,VY )- uzluksiz va a—(p, op lar mavjud bo’lsa
fr e y)=olxy) (%)

ox oy

op

o
ox Ox

file)=2 2 flry)= 24 ®)

ox?

ifoda f (X, y) funksiyadan olingan Il-tartibli xususiy hosila deyiladi.

Shuningdek
Op _ 0 o of o
a_(pz_ l/(x’ )=__f:—f (6)
y dy ox  dxdy
f y (xrl/)z W(x, y) desak,
oy _ 0 . 0 0 0> f
W9 e ley)=L 9 flxy)= ,
oy _ 0 4 o 0 o> f
W _ O )= 9 flxy)= .
o = o lrY) 8x8yf(x v) oxdy ()

Xususiy hosilalar yana gisgacha fxz fy'z, fXy fynx-kabi belgilanadi. 3-tartibli

Hosilani esa ikkinchi hosilaning hosilasi, shuningdek N -tartibli xususiy hosila (n —1) -tartibli

hosilaning hosilasi bo’ladi.

Bu yerda bir asosiy xususiyatni isbotsiz keltiramiz. Agar Z = f(x, y) funksiya va uning

xususiy hosilalari falc’ f;/, f"z, f va f;/Ix lar M(X, y) nuqta va uning atrofida aniglangan va
X

Xy
2 2
. o-f o°f ( n " )
uzluksiz bo’lsa, bu nugtada = = 9
| OXoy  Oyox f XYy f yx ®)
2 2 2
bo’ladi. Shu sababli 27 -9 f 4,2, 297 f dxdy+8£dy2- (10)

ox2 Oyox oy
Misol. Z =X’ +y* +xy+Yy, Z,=2x+Yy, Z.=2,Z,=1 (A)
Z,=2y+Xx,Z,=2, Z,=1 (B).

Ko’rinib turibdiki (A) va (B) dan Z,, = Z,

g AZ=2dx* +2dxdy+2dy’ .
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